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Objectifs du cours

Objectifs:
1 Comprendre les mécanismes de l’estimation

2 Savoir estimer une moyenne à partir d’un échantillon

3 Savoir estimer une proportion à partir d’un échantillon



Hypothèse de base

Definition
On supposera que la population étudiée est infinie.



Estimation et statistiques

Le premier travail du statisticien est d’établir un ou plusieurs
estimateurs qui décrivent la population à partir de l’échantillon
d’observation. Par définition, les estimateurs ne doivent pas dépendre
des paramètres réels de la distribution, mais seulement des
observables présents dans l’échantillon qui sont supposés être générés
à partir de variables aléatoires de même loi Pθ0 .

Definition
Un estimateur est toute variable aléatoire construite à partir des
observations X1,X2, ..,Xn. En particulier, il ne doit pas dépendre de
quantités inconnues, telles que θ0 ou Pθ0 .



Exemple : estimation ponctuelle de proportion

La pratique de l’échantillonnage est incontournable. Si l’échantillon
est correctement constitué, la proportion expérimentale devrait être
voisine de la proportion théorique. En notant p la proportion réelle
(inconnue), n la taille de l’échantillon, et X le nombre d’individus
possédant la caractéristique qui nous intéresse (i.e. de succès), on
peut évaluer:

p̂ =
X
n

p̂ est donc un estimateur de p.



Petit exemple

Deux sondages sont effectués portant sur l’addiction à la Guinness
auprès des élèves de Télécom Bretagne. Avec un petit échantillon de
5 individus (rencontrés à 9h du matin le Lundi), on obtient X = 1
réponses positives, soit p̂ = 20%. Le même sondage pratiqué auprès
de 300 étudiants le Jeudi soir au foyer donne X = 150, soit une valeur
de p̂ = 50% mais cette fois ... peut-être plus fiable !



Qualités d’un estimateur

L’estimateur doit être sans biais (ou bien centré) : son espérance est
égale à la valeur du paramètre à estimer.

Definition

E[θ̂] = θ0

L’estimateur doit être consistant

Definition

θn ⇒n→∞ θ0

L’estimateur doit avoir une variance la plus petite possible pour être
aussi précis que possible.



Estimation d’une proportion

p̂ est un estimateur sans biais pour la loi binomiale;

E(p̂) = E(
1
n

X) =
1
n

E(X) =
1
n

np = p

Var(p̂) = Var(
1
n

X) =
1
n2 Var(X) =

npq
n2 =

pq
n

On retrouve bien l’importance de la taille de l’échantillon pour la
qualité (précision) de l’estimation.



Estimation d’une moyenne

De la même façon, on pourra estimer sans biais la moyenne µ d’une
loi normale ... par la moyenne des observations dans l’échantillon.

E(X) = E(
1
n

∑
i

Xi) =
1
n

∑
i

E(Xi) = µ

et

Var(X) =
1
n2 Var(

∑
i

Xi) =
1
n2 nσ2 =

σ2

n



Exemple

On suppose que la durée moyenne en minutes de la consommation
d’un demi suit une loi normale N, de moyenne inconnue µ et de
variance 2. On observe les durées suivantes :

7,3 5,7 6,4 6,7 8,2 6,0 5,8 8,3

La moyenne de ces observations est de X = 6, 8 et la variance de X
est σ

2

n = 1
4 donc son écart type de σ = 0, 5. Avec 1000 observations,

l’écart-type de X aurait été de 0,004...



Exemple

On suppose que la durée moyenne en secondes de la consommation
d’un demi suit une loi normale N, de moyenne inconnue µ et de
variance 2. On observe les durées suivantes :

7,3 5,7 6,4 6,7 8,2 6,0 5,8 8,3

La moyenne de ces observations est de X = 6, 8 et la variance de X
est σ

2

n = 1
4 donc son écart type de σ = 0, 5. Avec 1000 observations,

la variance de X aurait été de 0,004...



Intervalle de confiance

• On cherche à placer l’estimation dans un intervalle de confiance
qui permette d’apprécier la qualité de l’estimation. Si n est assez
grand, l’erreur d’estimation (X − µ ou p̂− p) sera plus petite
qu’un écart donné et donc à l’intérieur d’un intervalle.

• En pratique, on définit un risque que l’on accepte de courir, α,
qui représente la probabilité que l’intervalle ne contienne pas la
véritable valeur du paramètre. (1− α ) est le niveau de confiance
de l’intervalle.

P(Y1 < θ < Y2) = 1− α



Estimation d’une proportion (I)

p̂ = X
n est un estimateur sans biais de variance σ2

p̂ = pq
n . Si n grand,

grâce au théorême limite central, p̂ est approximativement gaussien de
loi N(E(p̂) = p, σ2

p̂), donc p̂−p
σp̂

est une loi réduite N(0, 1). On peut
donc trouver un seuil cα dans la table de loi normale centrée réduite
tel que:

P(−cα <
p̂− p
σp̂

< cα) ' 1− α

ce qui revient bien à:

P(p− cασp̂ < p̂ < p + cασp̂) ' 1− α

ou mieux
P(p̂− cασp̂ < p < p̂ + cασp̂) ' 1− α



Estimation d’une proportion (II)

Il reste à estimer σp̂ =
√

pq
n , ce qui se fait naturellement par

σ̂p̂ =
√

p̂q̂
n . Ceci permet de déterminer l’intervalle de confiance:

(p̂± cασ̂p̂) = (p̂± cα

√
p̂q̂
n
)



Et là, vous allez me dire ...

Il y en a marre ! Un exemple !



Exemple

• Lors d’un sondage grolandais auprès de 500 personnes, 180
personnes se sont déclarées positives au port de de la casquette à
ponpon. Quelle est la proportion théorique p de gens favorables à
la casquette à ponpon (avec intervalle de confiance de 90%) ?

• p̂ = X
n = 180

500 = 0, 360
• pour avoir α = 10%, on doit prendre cα = 1, 644854 (2-tail)

• (p̂± cα
√

p̂q̂
n ) = (0, 360± 1, 645

√
0,36.0,64

500 ) = (0, 325; 0, 395)



table loi normale



Remarques méthodologiques et terminologiques

• il faut équilibrer précision et sécurité : plus l’intervalle est petit,
plus le risque est grand et réciproquement. Il faut "payer" la
précision par un risque d’erreur plus considérable. Pour faire
mieux ... il faut augmenter la valeur de n, donc le nombre de
sondeurs et le temps de collecte de données.

• on dit souvent que p a 9 chances sur 10 (10% de risque)
d’appartenir à l’intervalle de confiance. C’est un abus de langage
... vu que p n’est pas ... (à vous de compléter).



Intervalle vs. risque

Avec n = 100 et p̂ = 0, 21, on peut avoir les intervalles suivants :

α cα Intervalle longueur
50% 0,674 (0,18 - 0,24) 0,06
10% 1,645 (0,14 - 0,28) 0,14
5% 1,960 (0,13 - 0,29) 0,16
1% 2,576 (0,11 - 0,31) 0,20
0,1% 3,291 (0,08 - 0,34) 0,26



Taille de l’échantillon

Combien doit on prendre d’individus pour que quel que soit p
l’intervalle de confiance soit de rayon rref d’au plus 0,05 (resp. 0,03 /
0,02 / 0,01) ?
• le rayon de l’intervalle de confiance à 95% est égal à

1, 960
√

p̂nq̂n
n

• la valeur maximale de p̂nq̂n est de 0,25 donc rmax =
1,960√

4n

• donc pour avoir r < rmax < rref , on doit prendre n ≥ (0,98
rref

)2

• ce qui donne respectivement n ≥ 385, n ≥ 1068, n ≥ 2041,
n ≥ 9604

Effectivement, la plupart des sondages donnés à 3% sont effectués sur
des échantillons de ... plus de 1000 participants.



Application à un sondage d’élection (réel mais ici aux
données fictives)

A 20h45, aux élections municipales de 2008, les medias annoncent la
victoire de Lyne Cohen-Solal à la mairie du cinquième
arrondissement de Paris. A 21h15, ils font marche arrière et
annoncent celle de Jean Tiberi. En fait, à 20h45, les statisticiens
avaient accès à un échantillon partiel des votes, comme par exemple
LCS 473, JT 418 et PM 108. En appliquant l’estimation à chacun des
trois candidats, on obtient (à partir du pourcentage empirique mesuré
sur les 978 premiers échantillons, avec un risque de 5%) :

• LCS - [0, 473± 1,96
√

0.473∗0.527√
978

] = [44, 2%− 50, 5%]

• JT - [0, 418± 1.96
√

0.418∗0.582√
978

] = [38, 7%− 44, 9%]

• PM - [0, 108± 1.96
√

0.108∗0.892√
978

] = [8, 8%− 12, 8%]

Difficile de s’avancer à 20h45 ...



Estimation d’une moyenne

On a vu que si n grand, la moyenne X est approximativement de loi
N(µ, σ2

X). On rappelle que σ2
X = σ2

n . Comme pour les proportions, on
va fixer un risque α et poser

P(µ− cασX < X < µ+ cασX) ' 1− α

et de façon identique

P(X − cασX < µ < X + cασX) ' 1− α



Estimation d’une moyenne (II)

Comme pour les proportions, il reste à évaluer l’écart type σX , a priori
inconnu. Comme la moyenne est inconnue, on est obligé d’approcher
la variance par

1
n

n∑
i=1

(Xi − X)2

mais ... cet estimateur est biaisé ! il a une espérance de n−1
n σ2. Pour

avoir un estimateur sans biais, il faut diviser par n− 1 et non n soit

σ̂2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X)2

L’intervalle de confiance de niveau 1− α pour µ est alors

X ± cα
σ̂√
n



Ouf, un autre exemple...

On observe le nombre de plats ingurgités le midi par les utilisateurs
d’un restaurant administratif en Bretagne Occidentale, et on obtient
les résultats suivants:

Nbre plats 1 2 3 4 5 6 Total
Comptage 230 248 117 76 14 3 688



La suite ...

Le total d’observations est 688, le nombre de plats engloutis est de
1469, ce qui mène à X = 2, 135 et σ̂2 = 1, 183 soit σ̂ = 1, 088. Pour
avoir un risque de 5%, on doit prendre cα = 1, 960 et l’intervalle de
confiance est donc :

(X + cα
σ̂√
n
) = (2, 135± 1, 960.1, 088/26, 23) = (2, 054; 2, 216)



La suite ...

Le total d’observations est 688, le nombre de plats engloutis est de
1469, ce qui mène à X = 2, 135 et σ̂2 = 1, 183 soit σ̂ = 1, 088. Pour
avoir un risque de 5%, on doit prendre cα = 1, 960 et l’intervalle de
confiance est donc :

(X + cα
σ̂√
n
) = (2, 135± 1, 960.1, 088/26, 23) = (2, 054; 2, 216)



Observations de loi normale

Si les lois X1,X2, ..,Xn sont normales, leur moyenne est également
normale et X−µ

σX
est alors exactement de loi N(0, 1). Il faut encore

traiter le cas σX (qui reste inconnu). On le remplace (comme
d’habitude) par σ̂X et on obtient la variable X−µ

σ̂X
qui suit ...

une loi de
Student !!



Observations de loi normale

Si les lois X1,X2, ..,Xn sont normales, leur moyenne est également
normale et X−µ

σX
est alors exactement de loi N(0, 1). Il faut encore

traiter le cas σX (qui reste inconnu). On le remplace (comme
d’habitude) par σ̂X et on obtient la variable X−µ
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qui suit ... une loi de

Student !!



Rappel loi de Student

Soit une variable aléatoire U suivant une loi normale N(0, 1) et X
indépendante de U suivant une loi χ2

n. On définit la variable de
Student T à n degrés de liberté par:

Tn =
U√

X
n

Dans notre cas, U correspond à la variable normale X − µ et la
variable X au dénominateur est bien une variable du χ2 puisque
calculée à partir de la variance (donc somme de gaussiennes). La loi
de Student sera paramétrée par un nombre de degrés de liberté égale à
ν = n− 1.



Loi normale, loi de Student



Encore et encore un exemple : le problème

On veut estimer la durée moyenne d’une face de disque 33 tours. En
mesurant les faces de 5 disques, on obtient le vecteur

(17, 5−22, 4−18, 6−24, 3−19, 5−21, 6−15, 9−20, 4−18, 7−20, 3)

On suppose ces lois normales. Quel est l’intervalle de confiance de
niveau 90% pour µ ?



Encore et encore un exemple : la solution

Les observations donnent
∑

X = 199, 2 et
∑

X2 = 4022, 2. On a
donc:

X = 19, 92

et

σ̂2 =

∑
X2

i − nX2

n− 1
= 5, 9951

Avec α = 10% et ν = 9, on obtient tα = 1, 833 et l’intervalle de
confiance :

(X ± tα
σ̂√
n
) = (18, 50− 21, 34)



Encore et encore un exemple : la solution

Les observations donnent
∑

X = 199, 2 et
∑

X2 = 4022, 2. On a
donc:

X = 19, 92

et

σ̂2 =

∑
X2

i − nX2

n− 1
= 5, 9951

Avec α = 10% et ν = 9, on obtient tα = 1, 833 et l’intervalle de
confiance :

(X ± tα
σ̂√
n
) = (18, 50− 21, 34)



table loi student



Estimation d’un paramètre quelconque

Pour un paramètre quelconque θ pour une loi quelconque, on procède
de manière analogue :
• on cherche un estimateur convenable θ̂ dont la variance peut être

estimée σ2
θ̂

- cette estimation se fait souvent en remplaçant dans

la formule de la variance θ par θ̂.
• pour n grand, θ̂ se comportera comme une loi normale et la

formule générale (θ̂ ± cασθ̂) donnera l’intervalle de confiance



Petit retour en arrière

• On applique les estimateurs précédents sans hésiter ... lorsque la
population est infinie (vraiment infinie, avec remise, grande
devant la taille de l’échantillon)

• Lorsque la population est finie, les estimateurs de la variance
changent !

L’estimateur de la variance est, pour une taille de population N et une
taille d’échantillon n

σ̂X =
σ̂√
n

√
1− n

N



Intervalle de confiance avec population finie

L’intervalle de confiance de niveau 1− α pour µ est alors

X ± cα
σ̂√
n

√
1− n

N


